Baionnettes et cardinaux  by Hansel, G.
Discrete Mathematics 39 (1982) 331-335 
Nxth-NoHand Publishing Company 
331 
BAH S ET C AUX 
G. HANSEL 
Unioersid de Rauen, Facultt! des Sciences et des Techniques, 76130 Mont-Saint - Aignan, France 
Received 22 January 1981 
Let x and y be two letters and m a Eixe~ i&ger; a ‘bayonet’ is a word of the type x’yxi, 
i + j G m - 1. We compute the number & of all the words obtained by the concatenation of n 
bayonets. A consequence for the ‘triangle conjecture’ is deduced from the result. 
Mroductioa 
Soit A = {x, y} un alphiibet B deux lettres, A * le monoi’de libre engendrk par A 
(l’ensemble des ‘mats’). m 6tant un entier fix& we fois pour toutes, on appelle 
baionnette un mot de la forme x’yxj, * +j< m - 1. 
L’objet de la prksente note est de cakuler le cardinal t, de I’ensemble des mots 
que I’on peut obtenir par concatenation de n bdn’onnettes, n e N* (Th&orkme 1). 
Une conkquence du r&&at obtenu est que tout code (cf. [In form6 de 
baibnnettes a au plus m (1-t l/A) &%nents. Rappelons que la conjecture du 
‘triangle’ due ti M.P. Schtitzenberger est que tout code forr& de bai’onnettes est 
de cardinal infkrieur ou 6gaI 8 m. (Cf. kgalement [2], [3].) 
Notations et d&niths 
Soit T = (x’yxj 1 i + j G m - 1) l’ensemble des balonnettes et soit T, I’ensemble 
des nots obtenus par concat6natic.m de rt ba’ionnettes (T, = T). 
Pour toute baxonnette Q = x’axj, on pose 
a(a)+ et @(a)+. 
On note 
T$=(ala2 l * l a, fz T, I ah) = i, p(Qn) ==jl 
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(remarquons que T!i = {x’yx’}). On pose: 
t; = Card T$ 
m-l m-l 
tta = Card T’ = c c t;, 
i=O j=O 
m-l 
u, = c Go, 
i=O 
m=l m-l 
v,=t,-u,= c c t;. 
i=O j=l 
D~termhation de t,, 
hopoulibion 1. Ti est en bijection auec l’ensemble 
m-j-l 
C r&lx T~j+m~lT~~lXT~-j_.lj 
. 
k=O k=l 
D6monstrationo Pour tout u = ala2 l l l u,, s rj, posons 
Y(U) = Pb?l-l)+4%). 
a, 6tant une baionnette, comme p(a,,) = i, on remarque que 0 s &I,,) 6 m -i - 1. 
Posons 
On a kvidemment Tt = V + W. En partitionnant V et W suivant la valeur de y(u) 
on vkrifie que V est en bijection avec crZi-l r&1 x Tij et que W est en bijection 
31VeC CT:,’ yk-’ X Tk_j-l,j. 
Corollaire 1 (hident). On a la relation de rkurrence 
m-l 
tz = (m -j)t$-l+ C frcl. 
k=l 
2. On a la relation de rtkurrence matricielle 
4I 
I I I 
m $m(m-1) t,_l 
= 
4 1 m-l l ct~__~ ’ II I 
(1) 
En sommant la relation (1) suivar t “‘indice i on obtient 
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En faisant j = 0 dans la relation (1) puis p,n sommant suivant l’indice i on obtient 
soit encore 
u, = L1 +h - 1kA. 
(3) et (4) conduisent & la relation matricielle anon&e. 
(4) 
Corollaire 3. Soit 
A= 1 m-l I 
m $n(m-1) 
I 
et posons, pour tout n 2 1 
et posons a0 = 1, bO = 9. Pour tout n 2 1 le nombre t, de mars obtenus par 
concate’nation den baibnnettes est 
c, = $m(m + l)~,,_~ + mb,,+ 
D6monstrathn. On observe que tI .= im(m + 1) et que u1 = m. Utilisant le Corol- 
laire 2 ci-dessus on obtient 
ce qui donne le rksultat anno&. 
Remarqae. II rhlte du Corollaire 3 que si l’on considkre m comme variable, le 
nombre tn s’$crit comme un polynome a(m) de de& n + 1 de la variable m. Pour 
le vhrifier on constate par rkwrence que u,,, b,,, c,., d,, son% respectivement des 
polynomes de degr6 n, n + 1, n - 1, 13, de la variable m puis on applique le 
Corollaire 3. 
OS n 2. Soit 
A= 1” I $m(m-1) I m-l l 
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Posons A =m*+l(m-l)*, h,=$(2,~~-1+\Td) et A,=&2m-1-a). 0n a 
1 
I 
2(a+l)A;i2(&6l)A; (A - A” l)(AT-A;) 
=zz 4(h;- A;) 2(fi - 1)A; 1- 2(~& + 1)A; I ’ 
D6monstdion. La formule indiquee s’obtient de maniere standard en diagonalis- 
ant A. AI et A2 sont les valeurs propres 
J ; = k I I l-?-Y/ii et 3 x = 1-a 2 I ’ 
I L I I 
sont des vwteurs propres associes. 
2 I 
Si l’on pose 
B = I l+Jii l-&i 2 2 I 
on a, 
A” -go 
A;1 0 I I 0 A; l B-l. 
Des calcuis eiementaires donnent alors le resultat cherche. 
Th&&ne I. Le nombre de mots obtenus par concat&nation de n baknnettes est 
t,, = --- [(J;i; + vn)(&i + l)A;-1 - (48 -- m)(&I; - l)A;-‘1 
air A=m*+(m-l)*, h,=$(2m-1+-h), A2=$(2rn-1-a). 
DCmonstratian. La formule indiquke r&.&e du Corollaire 3 de la Proposition 1, 
de la Proposition 2 et de quelques calculs elementaires. 
~orollaire 1. Le nor&e & zhifie I’in6gaW 
tion. On verifie aisement 
JZ--m>O, &k/%n, 
on en d?duit, appliquant la formule 
les inegalids 
donnant t,,, que 
1 n-l 
fJ$l+JZ)m 
1 I( ) l+- m Jz J l 
Le resultat annonc6 s’obtient aloxs par quelques c c& elementaires. 
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Corollaire 2. Tout code compose’ de baionnettes a au plus (1 + l/a) m ikfments. 
Diimonstration. Supposons qu’il e&e un code X formi de bdionnettes et ayant 
(1 + l/d2,m + 1. elements. Le nombre de mots distincts form6 par concatknation 
de n mots du code serait [(1 -k l/&)m + 11”. Pour n grand, ce nombre depasserait 
L, ce qui est absurde. 
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